Infroduzione al corso di
Analisi di Retl

Con qualche cenno al modello di Erdés-Renyi




Premessa

In genere, quando vengono resi disponibili agli studenti i lucidi delle lezioni,
gli studenti si limitano a studiare sui lucidi.

Questo comportamento risulta sempre (e necessariamente) in una
preparazione superficiale e insufficiente

Percio, il libro di testo (e, in alcuni casi, qualche dispensa che renderd
disponibile on-line) € un necessario complemento al materiale contenuto
in questi lucidi al fine di conseguire una preparazione adeguata

Nei lucidi indicherd sempre la porzione di testo (o la dispensa) cui far
riferimento per I'argomento tfrattato

® con qualche eccezione: ad esempio, il modello di Erdos-Renyi, di cui Ci
occupiamo in questa lezione, viene frattato solo in questi lucidi

Ricordate che potete interrompermi in qualsiasi momento (per chiarimenti
O osservazioni) e che sono sempre disponibile a fissare ricevimenti, o a
rispondere alle vostre mail



Analisi di Reti
» Obiettivo del corso: partiamo dal nome
» Analisi di Reti
® ci occuperemo direti — nell’accezione del termine piu ampia possibile
Analisi di Reti

®» c |e refile analizzeremo

= da molti punti vista: prestazioni, struttura, utilizzo...

» ¢ utilizzando tecniche prese in prestito da numerose discipline

® ¢ riservando attenzione a queste tecniche: ossia, gli argomenti che fratteremo
saranno anche uno spunto per studiare le tecniche utilizzate per analizzarli

| contenuti del corso sono una sintesi fra
» Matematica/informatica (modelli, analisi, algoritmi, complessita)
» Economia (relazioni come incentivo/disincentivo a comportamenti)

» Scienze socidli (studio di strutture e interazioni caratteristiche di gruppi e popolazioni)



Reti

Genericamente parlando, una rete € uno schema di interconnessione fra un
insieme di entita

Dipendentemente dal tipo di entitd parliamo di reti fisiche, reti sociali, reti di
informazioni...

L'idea direte alla base di questo corso: ampia popolazione che reagisce alle
azioni dei singoli
Cio che ciinteressa € studiare il comportamento aggregato di gruppi di
individui:
» Come la presenza dilegami influisce sul comportamento dei singoli individui (effetti
informativi, fenomeni di diffusione, ricerca decentralizzata di percorsi brevi)

» Come la presenza di legami modifica la struttura stessa della rete (stabilitd,
fenomeno rich get richer)

» come la struttura dell’insieme dei legami permette di desumere informazioni (web-
search, sistemi di voto)

= Una descrizione di tutto cio lo frovate nel Cap. 1, pag. 1-17



Struttura di una rete

» E difficile rappresentare e studiare puntualmente reti di milioni di individui

® si possono pero analizzare proprietd “globali” di una rete di grandi
dimensioni

» se |arete contiene Componenti Giganti:

» csperimento di Leskovec e Horvitz su Instant Messenger mostra che il grafo
delle conversazioni bidirezionali in un mese ha una componente di 200
milioni di utenti su 240 milioni totali

» gall'inferno di una componente connessa pud avere interesse ricercare porzioni
densamente connesse

® i puo studiare se la rete presenta una struttura centro / periferia

® si puo studiare il ruolo dei nodi che costituiscono una porzione densamente
connessa, suddividendoli in entita centrali / periferiche



Struttura di una rete

» Talvolta, lo studio dei fenomeni lo porteremo avanti a livello di popolazione
- senza considerare i singoli individui

®» quando consideriamo il fenomeno rich get richer, ad esempio,
studiamo quale €, mediamente, la frazione di individui che ha un
elevato grado di popolarita

®» non studiamo, individuo per individuo, qual & la sua popolarital

» Talvolta per comprendere altri fenomeni, occorrera considerare la struttura
fisica della rete

®» ad esempio, per comprendere il ruolo di una certa relazione all’interno
di una data rete, dobbiamo studiare precisamente la topologia di
quella rete

®» come accade nello studio dei fenomeni di diffusione

» relazione per relazione!



Struttura di una rete

® |n ogni caso, poiché una rete € un insieme di individui e delle relazioni che
intercorrono fra essi

®» neanche a dirlo, una rete viene modellata attraverso un grafo!

» [ per studiare i fenomeni che avvengono all'interno di una rete utilizzeremo
utte le nozioni che gid conosciamo di teoria dei grafi

» grafi non orientati / orientati

®» DErcorsi

® spanning frees

®» componenti connesse
» diometro

» BFS ...

» Tutto cio € descritto nel capitolo 2 del testo (argomenti che assumo noti)



C'e rete e rete

» Si, ma per studiare i fenomeni che avvengono all'interno di una rete,
quella rete bisogna averla sotto gli occhil

» Cosl, per esempio, qualcuno ci mostra una certa rete, noi la
modelliamo framite un grafo, e poi studiamo le sue proprieta

» se |arete contiene Componenti Giganti

» possiomo studiare la funzione che, in quel grafo, esprime il numero di nodi
che hanno un certo grado

» possiomo studiare il diometro di quel grafo

» Pero, potremmo essere interessati a studiare le stesse questioni da un
altro punto di vista...



C'e rete e rete

Pero, potfremmo essere interessati a studiare le stesse questioni da un altro
punto di vista:

» qual &, mediamente, il diametro di una rete sociale, espresso in funzione del
numero dei nodi?

= in funzione del grado, qual €, mediamente, la frazione del numero di nodi che
ha un certo grado in una rete sociale?

Per occuparci di queste questioni occorre considerare tante (ma tante) reti

E queste reti, dove le prendiamo?222¢e

Si perché ottenere i dati di una rete vera non € una cosa facile facile
» | dati, chicelihase li tienel

E poi, comunque, direti vere, in circolazione, ce ne sono un numero
limitato

®» comungue non abbastanza per un'indagine statistica

E allora2! Vorrd dire che le reti ce le dovremo inventare...




Modelli generaftivi di grafi casuali

®» Ma cosa vuol dire “inventare” una rete?

» Beh, semplice: generare un grafo in modo casuale

» 0ssia, un grafo in cui gli archi fra i nodi sono scelti sulla base di un evento
aleatorio

®» per esempio. sulla base del lancio di una moneta

» Sono stati proposti molti modelli per generare grafi casuali

» 0ssia, regole probabilistiche che permettono di connettere nodi
® ¢ noi ne studieremo quattro

» Naturalmente, alcuni di questi modelli riprodurranno taluni fenomeni che
sono stati osservati nelle reti reali, ma non tutti!

®» [ noi cercheremo di capire quali modelli utilizzare per riprodurre quale
fenomeno...



Il modello di Erdos-Renyi

» FissicmoneN ep e [0,1]
» A partire da n e p costruiomo un grafo nel modo seguente
» |'insieme dei nodidel grafo e [n] ={1,2,...,n}

® per ogni coppia di elementi distinti i e j in [n]: con probabilitd p viene inserito nel
grafol'arco (i, j)

= |l grafo cosi costruito € un evento aleatorio che indichiamo con G,
» G, € un grafo aleatorio
» del quale ora studieremo alcune caratteristiche

» csistenza di una componente gigante

®» grado dei nodi

®» neanche a dirlo, utilizzando il calcolo delle probabilital



Il modello di Erdos-Renyi

» Osserviomo, innanzi tutto, che, fissato il numero n dei nodi, al variare di p si
ofterranno grafi con caratteristiche molto differenti

» quando p =0 sard possibile ottenere un unico grafo G, : quello che non contiene
alcun arco!

» Analogamente, quando p = 1 sard possibile ottenere un unico grafo G, ; : il grafo
completo su n nodi!

» |n generale, G, , conterrd mediamente tanti piu archi quanto piu p si avvicina a 1

In particolare, mediamente, un nodo avra tanti piu vicini quanto pivu p si
avvicina a 1

= E, mediamente, le componenti connesse di G, , saranno tanto piu grandi
quanto piu p si avvicina a 1

» Non resta che quantificare!



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

» Una componente gigante in un grafo € una componente connessa che
contiene una frazione del numero dei nodi

Molte retireali contengono una componente gigante

» questo € vero nelle reti sociali - come ha mostrato I'esperimento di Leskovec e Horvitz
nella di conversazioni su Instant Messenger

®» ¢, come vedremo piu avanti, & vero anche nella rete del Web —i cui nodi sono le
pagine presenti nel web e gli archi gli hyperlink fra esse

Cominciamo col domandarci: il modello di Erdos-Renyi riesce a rappresentare
questa caratteristica di molte retirealie

PiU precisamente: esistono valori del parametro p periquali G, , contiene
componenti gigantie

Come primo risultato dimostreremo che

ln 64 egeg N .
sep> v allora con alta probabilita G, , contiene una componente connessa
costituita da almeno meta dei suoi nodi

*



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

In 64 ep s .
» sep> D allora con alta probabilita G, , confiene una componente
connessa costituita da almeno meta dei suoi nodi

Chiariaomo:
-» in’ronl;ro, con alta probabilita significa con probabilita proporzionale almeno a
(1- n_C) per qualche coppia di costanti positive b e ¢

®» cioe, al crescere di n la probabilitd tende velocemente a 1

» poi, definiamo X come la variabile aleatoria corrispondente al numero di
nodi nella piu grande componente connessa di G, ,

allora, il teorema € cosi enunciato formalmente:

In 64
Teorema: se p > nT allora P( X zg )=>1-21/8

» Per dimostrare il teorema abbiamo bisogno di un lemma
» ¢ della notazione [n] ={1, 2, ..., n}



I modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

» Per dimostrare il teorema abbiamo bisogno di un lemma:

Lemma: se X < n/2 allora esiste un insieme A c [n] tale che n/4 <IAl < 3n/4 e
non esistono archi fra i nodiin A e i nodiin [n]-A

= Dimostrazione: siano Cy, Cy, ..., Cy futte le componenti connesse di G, , €

= assumiamo che siano ordinate per cardinalitd non decrescente, ossia
1G] =G| ... <G

= poiché X <n/2, allora | C;|<n/2 per ognii=1, ..., k

» scegliamo un indice h tale che:
1Ci| +1Col +...+|Chql <n/4 e

1G]+ [Co| + .. +[Cha | +|Ch| Zn/4
= h < k: infatti, poiché | C,|<n/2, se fosse h=k risulterebbe
1Ci ] +1Co| +...4+]|Cq| +|Ck] <Nn/4+n/2<n

» Scegliamo A=C,UC,U...UC,
» Allora, A=0e[n]-A+0



I modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

» Per dimostrare il teorema abbiamo bisogno di un lemma:

Lemma: se X < n/2 allora esiste un insieme A c [n] tale che n/4 < |Al < 3n/4
e non esistono archifrainodiin A e inodiin [n]-A

= Dimostrazione: siano Cy, Cy, ..., Cy futte le componenti connesse di G, , con
1G] <G| ... ]G]

= poiché X <n/2, allora |C;|<n/2perognii=0,1, ..., k

» scegliamo unindice h (< k) tale che:
|Ci| +1Col +...+|Chql <n/4 e |C| +|Col +...4+|C | +|Ch|l =n/4

» ScegliomoA=C,UC,U..UC,

= Allorg,
» |A| = n/4 per costruzione,
» ¢, come abbiamo visto, |A|=(|Ci|+...+|Ci )+ |Ch| <n/4+n/2=3n/4



I modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

®» lemma: se X < n/2 allora esiste un insieme A c [n] tale che n/4 <IAl < 3n/4
e non esistono archifrainodiin A e i nodiin [n]-A

» Dimostrazione: C,, C,, ..., C, sono le componenti connesse di G, , con|C,| < |C,| < ... <|Cy|
» Abbiamo scelto h<ktale che |Ci|+ |Col+ ... +|Cil<n/4e |Ci |+ |Col+ ... +|Chi |+ |Ch|=n/4
» E abbiamo posto A=C, UC, U... UC, e, dunque, [n]-A = Cp+q U... UC,
= per cosfruzione, poiche C;, C,, ..., Cy sono futte le componenti connesse di G, , non ci
sono archi fra A e [n]-A

altrimenti, se ci fosse un arco fra Cie C;, coni < h e j> h, allora C; U C; sarebbe un'unica
componente connessal




I modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

» lemma: se X < n/2 allora esiste un insieme A c [n] tale che n/4 <Al < 3n/4
e non esistono archifrainodiin A e i nodiin [n]-A

» Dimostrazione: C,, C,, ..., C, sono le componenti connesse di G, , con|C,| < |C,| < ... <|Cy|
» Abbiamo scelto h<ktaleche |Ci|+ |Cyl+ ...+ |Chyl<n/4e |Ci|+ |Co|l+ ... +|Chal*+ |Ch|=n/4
» [ abbiamo posto A=C,UC,U...UC, e, dunque, [n]-A =Cjsq U...UCy

» Riassumendo:

» |) |A| = n/4 per costruzione, e

= 2) |A| <3n/4

= 3) non ci sono archifra A e [n]-A

» Chiamiamo buono I'insieme A individuato dal lemma

» OSSERVAZIONE: il lemma ci assicura che la probabilita che la pivu grande
componente connessa di G, , contenga meno di n/2 nodi &€ minore o uguale alla
probabilita che G, , contenga un insieme di nodi buono

= perché, datiidue eventi e, ed e,, se e, implica e, allora P(e;) < P(e,)



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

In 64
= Teorema: se p > nT allora P( X > g) >1-2"/8

» Dimostrazione: calcoliamo P( X < g ) , ossia la probabilitd che la massima
componente connessa in G, , contenga meno di n/2 nodi

» che é I'’evento complementare dell’evento “X > g che ciinteressa
in virtu dell’lOSSERVAZIONE (a pag. precedente):
P(X< 7 )<P(Ac[n]:Aé&buono)

Allora:
P(X < 7% ) < P(3 A c[n]: Aé&buono ) da cui, ricordando la definizione di insieme buono

sn [ Non cisono archifra A e [n]-A) 1)

4

applichiamo ora lo Union Bound: la probabilita dell’unione di
eventi € < della somma delle probabilita degli eventi

ZP(UAC[n]e m <14l <

<

sn P(non ci sono archi fra A e [n]-A)

n
Ac[n]ezs|A|<T



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

In 64
» Teorema: se p > nT allora P( X > g) >1-2n/8
» Dimostrazione: calcoliamo P( X < g ):
n Q 9
PX< )< ZAC[n]e n A< 2 P(non ci sono archi fra A e [n]-A)

_3n (1-p)IAII-IAL - perché il numero di archi possibili
-4

fraAe[n]-Ae |A||[n]-A| ela

probabilita che un arco possibile

non sia un arco e (1-p)

a<m (L=P)*™ 718 perche (1-p) <1 (ossia, (1-p)* &
-4

Ac[n]e % <
massimo quando z € minimo)
e |A|(n-]1A]) € minimo per |A| =n/4



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

1
= Teorema: sep > "TM allora P( X > g )=>1-2"n/8

» Dimostrazione: calcoliamo P(X < % ):

il _ \3n?%/16
P(X< 2 )SZAC[n]e%slAls‘%n (1 p)
< 2n (1 — p)3n°/16 perché [n] contiene 2" sottoinsiemi
3n2

! Ens

< 2“(1 — nn64) = (e qui c’é un minore strettol)
31

_ In 64\™] 16 N - ,
=2n [(1 - ) ] ora, moltiplichiamo e dividiamo I'esponente n rosso

per—1In 64

3n

_ 2n [(1 B In 64’)m (— In 64)] 16

n



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

In 64
= Teorema: se p > nT allora P( X zg )=>1-21/8

3n

_n —
In 64)_111 o (— In 64)] 16

= Dimostrazione: P(X < 2) < 2n [(1 —

» Poiché lim (1 — m%)m: e , dllora per n sufficientemente grande

nh—oo

-n
—— (- 1n 64
(1 B lnn64-)1n 64( n 64) ~ e— In 64 — 64—1

®» c dunque

P(X < 2 ) < 2n[64:1]3716 = 2n [276]*"/*¢ = pn p-180/16 = p-n/8

» da cui segue il teorema



Il modello di Erdos-Renyi — componenti giganti

In 64
= Teorema: se p >nT allora P( X 22 )= 1-2 /8

» || precedente teorema puo essere generalizzato:

Teorema:

1) se p(n-1) < 1 allora quasi sicuramente tutte le componenti
connesse di G, , hanno O(log n) nodi

2) se p(n-1) = 1 allora quasi sicuramente G, , ha una componente
connessa di ~ n 23 nodi

3) se p(n-1) > 1 allora quasi sicuramente G, , ha una componente
connessa di {1(n) nodi e tutte le alire componenti connesse
hanno O(log n) nodi

“quasi sicuramente” significa che, al tendere di n all’'infinito la probabilita
dell’evento tende a 1

= Un po’' meno che con alta probabilitd
® |n conclusione, la presenza di componenti giganti dipende dal prodotto p(n-1)

® ma cosarappresenta p(n-1)¢



I modello di Erdos-Renyi — grado dei nodi

Peri € [n], se indichiamo con &; la variabile aleatoria che esprlme il grado del
nodo i, abbiamo che il valore o’r’reso del grado di un nodo €

E[3; ] =Zj€[n]—{i} [1-p +0-(1-p)] =Z]‘e[n]—{i} p=(n-1)p

Questo significa che, se p € una costante, il grado dei nodi, in media, cresce

linearmente con il numero dei nodi

Cerchiamo ora di capire se G, , ben si presta a descrivere una rete sociale
» costituita da tanti, ma proprio tanti tanti, individui

Se il grado medio diun nodo € (n-1)p, e p € un valore costante, allora,
mediamente, il numero di contatti di un individuo in una rete sociale €
proporzionale agli individui che costituiscono la rete sociale!

Che non € propriamente ragionevole!

Per questa ragione, al fine di modellare significativamente reti reali di grandi
dimensioni € opportuno che p sia una funzione decrescente din

» deltipop =p(n)= —



I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

» Fissato unintero k < n, vogliamo ora calcolare con quale probabilitd un nodo in
G, ha grado k

Siai € [n]: la probabilitd che il nodo i abbia grado k € la probabilitd che
esattamente k altri nodi siano adiacenti a i

= il numero di possibili k-uple di nodi scelti nell'insieme [n] -{i}& (')
= |a probabilitd che vi sia un arco frai e ciascuno dei nodi della k-upla & pk

= |g probabilitd che non vi sia un arco fra i e ciascuno dei nodi non contenuto nellla
k-upla & (1-p)n1

®» e, quindi, P(§;=k) = (nil) pk(1 — p)r-k-1



I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

» Fissato unintfero k < n, vogliamo ora calcolare con quale probabilitd un nodo
in G, ha grado k:siai € [n]

» P(§=k)= (nil) p¥(1 —p)r k1= da cui, sostituendo p :%

A k A n—-k-1
_ (n-1 _ - : N . .
= ( K ) (;) (1 = ;) = esplicitando il coefficiente binomiale

~1)-(n.2)-..-(n-k) Ak A\n-k-1
_ (-1)-(n.2)-..-(n-k) A* (1_ _) ora: poiché (1-x) < e perogni 0 < x < I

k! nk n
(vedi dispensa DO1GeometricRandomGraphs),
A n—-k-1 -A (n—k-1)
allora (1 — —) <e n
n

—1)-(n=2) _ -(n— k —-A (n-k-1)
< (n—-1)-(n—-2)- ...(n—Kk) X_ T
k! nk




I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = —per qualche costante positiva A

» Fissato uninfero k < n, vogliamo ora calcolare con quale probabilitd un nodo in
Gnp ha grado k:sia i € [Nn]

(n-1)-(n=2)- ...-(n-k) Ak ZA@-k-1
k! K€"

(8i=k) = (") Pk (1-p)™! <

k 1k -A (n—k-1)

N O
nk Ak =9\ ..
F n_k e per n sufficientemente grande
k
A A

» ossio,P(6i=k)<E e



I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

= P(§=k)< L e

k
®» ¢ poiché k!l =v2mk (E) (approssimazione di Stirling)

- ek 5 e* ek
P(di_k)<\/21t_kkke - an(k)

Dungue, possiamo concludere che la probabilita che un generico nodo abbia
grado k decresce molfo velocemente al crescere di k

» piU precisamente, decresce come kX - ossia, decresce esponenzialmente in k



I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

lora, P( 8=k ) < == (22
llelC), 0 2mk ' k
Ci chiediamo, ora, quale sia la frazione del numero di nodi che hanno grado k

Per rispondere a questa nuova domanda, indichiomo con Fy la variabile aleatoria
che esprime tale frazione

e indichiamo con 6; la variabile aleatoria che vale: 1 se §; =k, 0 altrimenti

5. = 1 sed; =k
"Tlo  altrimenti



I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

» Cichiediamo, ora, quale sia la frazione del numero di nodi che hanno grado k:

= indicando con F la variabile aleatoria che esprime tale frazione e con &, la variabile
Q . . 1
aleatoria che vale: 1 se §; = k, O alfrimenti, allora, F, = ~Yien ik
. i e~ A ek
» ecricordando che P(§i=k) < NoT T (T )
' 1
» Ofteniomo, E[F]=E [71 2 ien Okl

1 N
>~ Y €ln] E[ &; ¢ per la linearita del valore atteso

1
n
1

=;Zie[n] P(6i=k)

Yiiem [1-P(8i=k)+0-P(8+#k)]

e 4 A e
)k

< £ °
v2mk k




I modello di Erdos-Renyi - grado dei nodi

A
» Scegliamo, dunque, p = p(n) = - per qualche costante positiva 4

Ci chiediamo, ora, quale sia la frazione del numero di nodi che hanno grado k:

= indicando con F la variabile aleatoria che esprime tale frazione e con &, la variabile
Q . . 1
aleatoria che vale: 1 se §; = k, O alfrimenti, allora, F, = ~Yien ik
e~

A ek
v2mk (T)
: 1 1
Otteniamo, E[ ] = E [~ X jepn) Gik]=— X e El6id =

» e ricordando che P(§;=k) <

1

=—Yiem P(6i= k)< (—)k
» (Ossia, mediamente, la frazione del numero di nodi che hanno grodo k decresce
come kX - ossia, decresce esponenzialmente in k

®» F vedremo la prossima lezione quanto questo corrisponda a cio che accade nelle
retireali...



